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1 Einleitung

Dieser Artikel beschiiftigt sich mit dem A-Lemma, auch Neigungslemma
(engl.: inclination lemma) genannt, einem wichtigen, lokalen Resultat. Das Lemma wird
vollstandig bewiesen, es werden einige Korollare gezogen, es wird ein etwas verfeinerter
Satz von Grobman'-Hartman? fiir Fliisse gezeigt und schliesslich wird bewiesen, dass
eine hyperbolische Singularitét eines Vektorfeldes strukturell stabil ist.

Der hier vorgestellte Beweis, sowie die meisten Folgerungen und Anwendungen, folgen
den Beweisideen von Palis®>-DeMelo?, die das A\-Lemma wohl als erste bewiesen haben.

2 Vorbereitung

Sehen wir uns zuerst einmal an, wie die Struktur eines dynamischen Systems in der N&he
eines hyperbolischen Fixpunktes aussieht. Sei f € C"(V,R™),V C R™, ein Diffeomor-
phismus mit 0 als hyperbolischem Fixpunkt. Dann ist A = D f(0) wegen,
df odf~' =d(f o f~') = d(id) = id, ein hyperbolischer Isomorphismus, d.h.
og(A)N{zeC:|z| =1} =0.

Wir betrachten die Zerlegung des R™ in E°* @ E", wobei E° den stabilen und E* den
unstabilen Eigenraum bezeichnet. (Dies lduft wohl auch unter dem Namen Spektralzer-
legungssatz von Smale®, engl.: spectral decomposition theorem).
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Dementsprechend kann auch A zerlegt werden, in A®° und A%, mit A° : B — E¥,
A% . E* — E* und A = A® @ A", d.h. A® ist die Einschrinkung von A auf F*® und
A" ist die Einschrankung von A auf E*. Es gilt: 0(A°) = 0(4A)N{z € C:|z| < 1} und
og(A") =c(A)N{z € C:|z| > 1}.

Die lokale stabile Mannigfaltigkeit W} (0) ist, nach Hadamard®-Perron”, der Graph
einer C"-Abbildung ¢* : B (0) — E* mit ¢*(0) = 0 und Dy*(0) = 0, wobei B{ (0) € E*
ein Ball ist mit Radius ¢, um 0. Analog ist die lokale unstabile Mannigfaltigkeit ;% (0)
der Graph einer C"-Abbildung ¢* : B — E° mit ¢"(0) = 0 und D¢"(0) = 0, wobei
B“ C E" ein Ball ist mit Radius ¢, um 0.

"Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir nun ein Koordinatensystem finden, in dem
W .(0) und W _(0) ,gerade gezogen sind“. Sehen wir uns dafiir, nach Palis-DeMelo,
folgende Abbildung an:

¢ Bl © B — E°®E"
(Ts; Tu) = (25 — @"(Tu), Tu — ¢ (5))

Dies ¢ ist wieder eine C"-Abbildung und es gilt: Dp(0) = <Dg015(0) D<p1 (0)> =1,

d.h. aus dem Satz iiber Umkehrabbildungen folgt, dass ¢ lokal ein C"-Diffeomorphismus
ist.

Betrachten wir nun die Abbildung f=¢ofoe t fist wieder eine C"-Abbildung
und es gilt f(0) = (po fop 1)(0) =0 und

Df(0) =D((¢o fop )(0)) =Dy(foe '(0)) o Df(¢~'(0)) o D~ '(0)
= Dy(f(0)) o Df(0)o1
=10Df(0)o1l
= D f(0)
= A
= f ist um 0 lokal diffeomorph.

Weiterhin gilt, dass die lokale stabile Mannigfaltigkeit von f eine Umgebung um 0
in ¢ und die lokale unstabile Mannigfaltigkeit von f eine Umgebung um 0 in E" ist

Wir kénnen also jetzt immer annehmen, dass W} und W}  eines Diffeomorphis-
mus Umgebungen um den Fixpunkt im stabilen, respektiv unstabilen, Unterraum der
Linearisierung des Diffeomorphismus sind.
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3 Das M-Lemma

Sei || - || eine Norm auf R™ so, dass ||[4%]| < a <1 und ||(4%))7} <a< 1.

Lemma (A-Lemma). Sei BZ (0) C Wj;.(0) C E, B (0) C Wi (0) C E" und V =
B; (0) x B¢ (0) eine Umgebung um 0. Sei ¢ € Wy, .(0)\ {0} und D eine Scheibe mit
dimD" = dimE" und D" W _(0) in q. Sei Dy C f*(D"*) NV so, dass f"(q) € D;:.
Dann gilt fiir ein gegebenes € > 0: Ing € N Vn > ng : D ist e-Cl-nahe B (0).

Zu beachten ist, dass das A-Lemma uns nicht nur sagt, dass wir uns Bgu(()) beliebig
ndhern, sondern, dass wir dies auch noch stetig differenzierbar tun, will heissen, dass
auch die Ableitungen beliebig klein werden.

Beweis. Wir wollen also zeigen, wie genau D" nun gestaucht und gestreckt wird. Der Be-
weis hat eigentlich zwei Teile, wir zeigen zuerst, dass, wenn oft genug iteriert, beliebige
Tangentialvektoren an f™(D") sich den Tangentialvektoren der unstabilen Mannigfal-
tigkeit bis auf € ndhern und dann, dass der Diameter dieser Vektoren auch echt grofier
wird.

In V gilt:

f($35 l‘u) = (Asxs + 905(558’ ﬂ?u), Auxu + QDU(.TS, xu)) mit
(DF)(0) = (A%, A%), z, € BE(0), 2z, € BY (0)

0ps Op
890 \Bu ©0=0= 8—]33 0)(»gerade gezogen*)

0p;
Oz

(0,0) =0 fur i,7 = s,u

Wegen Stetigkeit Ik mit 0 < k < 1, a3 =a+k < 1,b= (a~! — k) > 1,k < &=
und 3V’ C V so, dassk:>mamvl\|%|| i,j=s,u.

Sei jetzt ¢ € V' und B¢ (0) so, 'dass B¢ (0) C V', also eventuell muss (, kleiner
gewdhlt werden. Sei vy € (TD“) mit HU()H = 1. InV = B (0) x B (0) kénnen wir

vo = (v§,vy) schreiben. Sei Ao die Steigung von vg, d.h. Ay = ”vél” lvgll # 0, da
D*h B (0) in q.

Betrachten wir nun, was unter Iteration mit der Steigung \g passiert, fiir ¢ € Bgs (0).
Betrachte hierfiir:

o =f(@), =), = ")
v1 = qu(vo),’l)z = qu1(vl)7 ceoyUp = Danfl(/Un_l)
Fiir g € B¢ (0) gilt:

(A @ v
Pl = ( et i) ()
A%vg + 522 (g >v0 + 52 (a)l
04 A%v§ wu( oy
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folgt
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Wegen lim,, o g—g =0 und % < 4(11217—1)1) = b%,‘l, dng € N so, dass Vn > ng : Ay < bTTl

Wir haben also gezeigt, dass, wenn wir mit einem ¢ € BZ (0) starten, wir nach

geniigend Iterationen eine Steigung A, < % kriegen. Jetzt wollen wir dann zeigen, dass

alle Vektoren einer Teilmenge von T'D! nach geniigend Iterationen eine beliebig kleine
Steigung haben.




Sei 0 < k1 < min(e, k), sei § < € und Bj . (0) ein Ball mit Radius ¢ - (;. Sei Vi =
B;..,(0) x B¢ (0).
Wegen 37@2\ B (0)= 0, Stetigkeit und Kompaktheit von BY (0) (eventuell ¢, kleiner

wihlen und dann Abschluss betrachten) gilt dann: k; > maxy; || gﬁz II.

OBdA war vy so gewihlt, dass g die groBtmoglichste Steigung ist Vo € (I'D"), mit
[oll = 1.
= Ing €N, gy € Vi, Y0 >ng , Yo € (TDY)g,, v #0: N\, < 2L

Wegen der Stetigkeit von (T'D}; ) existiert ein D* C D mit Zentrum gy, so, dass
A < Ll vy e (TDw),, |jv|| = 1,p € Dx.

Sei also nun v € (TD%),, , p € D* beliebig. Wir kénnen wieder v = (v*,v*) schreiben

und \,, = ||||ij|‘|‘. Wir betrachten wieder die Verdnderung der Steigung unter Iteration:

Asys 4 e (q)v® + %(q)v“
Dfp(v) = (&pu o %gfpu .
=

oz, (P + A% + Gt (g)v*

u
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)\noJrn = bn + k'l Z bi

< Ano kl

_b? by —1

Der Beweis funktionert wieder mit Induktion und geometrischer Reihe:
)\n0+1 < &+ Ky Zil:l bl_z
Angtn < ﬁ +h1 Y byt

)\no “+n + kl

)\no—l—n—i- 1 S
b1
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OBdA war v so gewahlt, dass Ano d1e maximale Steigung aller Einheitsvektoren in
(TD") war. Sei D¥ := f*(D") N V4.

= Fiir gegebenes € > 037 € NVn > 7 Vo € (TDY) : A <e.



Jetzt wollen wir die Norm eines Vektors v € DY vergleichen mit der von D fp(v):
(5> ) = Df (v, 05) = (Up415 V541)-

VIonal? +leal? e, /1 + 220

o 12 + loxl? lonll - /1T+22

Aus:
opall = a= ol = Kllvg || — kllog]

folgt:

u
an+1|| >al—k—k\,
ozl

Da Ap,An1 beliebig klein sind, folgt, dass fiir Vektoren # 0 tangential zu f™(D%)NV7,
die Norm unter Iteration wichst und sich b = a=' — k > 1 annihert, d.h., dass der
Diameter von f(D%) NV} wiichst.

Diese beiden Sachen zusammen, also wachsender Diameter und die Tatsache, dass
Tangentialvektoren beliebig kleine Steigung haben, implizieren, dass es ein ng € N gibt
so, dass fiir n > ng: f*(D*) NV; ist C'-e-nahe B¢ (0).

O

4 Fundamentalbereich und Korollare

Fiir die weitere Anwendung des A-Lemmas brauchen wir den Begriff des Fundamental-
bereiches, zunéchst aber noch ein

Lemma. Sei f*:= flw: (o)
= Df*(0) = A%, ||[A%]| <a< 1
= f* ist eine Kontraktion.

Beweis. fist stetig

= f ist auf kompakter Menge Lipschitz®-stetig.

Df ist stetig

= Df nimmt auf kompakter Menge (Minimum und) Maximum an, |[|4%|| < a < 1, dies
ist aber gerade die Lipschitz-Konstante von f. (Mittelwertsatz) O

Sei jetzt B® ein offener Ball um 0, dann ist nach obigem Lemma f(0B*®) C B*.
(0B® = B$\B?). Dies fiihrt zu folgender

Definition. Der Anulus®, G*(0) = Bs\f(B*) heifit Pundamentalbereich fir Wi .(0).
0G*(0) = 0B* U f(0B?®).

8Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 1832-1903, deutscher Mathematiker
9Anulus, i, m: Siegelring, Ring



Bemerkung. Fiir den Fundamentalbereich gilt:

@ z € W9(0)\ {0} = Jede Trajektorie von x trifft G*(0) mindestens einmal und
maximal zweimal = J, o, f"(G*(0)) = W*(0)\ {0}

@ z € G*(0)° = f(x) ¢ G°(0)Vn € Z\ {0}
Wir brauchen noch eine weitere Definition.

Definition. Eine Umgebung N*(0), engl. neighbourhood, um G*(0), mit
N*(0) " WE.(0) =0, heifst fundamentale Umgebung fiir die stabile Mannigfaltigkeit um
0.

Bemerkung. G*(0) und N*(0) sind analog definiert.

Jetzt wo wir die neuen Definitionen haben, kénnen wir die Friichte unserer Arbeit,
und der Plackerei mit den Abschéitzungen, ernten und zwei Korollare einsammeln.

Korollar 1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Seien pi1,ps, p3s € M hyperbolische Fizpunkte
eines C"-Diffeomorphismus f. Wenn W*(p1) h W#(p2) und W"(p2) h W#(ps3), dann ist
auch W*(py) h W#(ps).

Beweis. Sei ¢o3 transversaler Schnittpunkt von W*(ps) und W#(p3). Sei Do C W*(p2),
mit po € Do und go3 € Dy. Da Dy einen transversalen Schnittpunkt mit W*(ps) hat,
Je > 0 so, dass Dy € B.(D3) auch einen transversalen Schnittpunkt mit W#(ps) hat.
Dies gilt wegen Stabilitédt der Transversalitéit unter glatten Abbildungen.

Sei q12 transversaler Schnittpunkt von W"(p;) und W#*(p2), sei D1 C W"¥(p;1) so,
dass p1 € Dy und ¢12 € Dy.

Wir kénnen also das A-Lemma auf D7 anwenden, d.h. Ing € N so, dass
151 C an(Dl) € Be(DQ), d.h. es gibt ¢13 € ljl N Ws(pg).

Da W*(p;) invariant ist unter f, ist f™0 (D) C W"(p1)
= ¢13 ist tranversaler Schnittpunkt von W*(p;) und W#(p3). O

Korollar 2. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei p € M hyperbolischer Fizpunkt eines C”-
Diffeomorphismus f und sei N*(p) eine fundamentale Umgebung von W#(p). Sei U eine
Umgebung um p.

Dann gilt: U\W}¢.(p) C U5 " (N*(p)).

Beweis. Wie bereits bemerkt gilt: (J,cz f"(G*(p)) = W?*(p)\ {p} und G*(p) C N*(p).
Das A-Lemma sagt uns dann, dass alle Punkte in U\W}"_(p) zu einer bestimmten Itera-
tion einer Scheibe gehoren, welche transversal zu G*(p) und in N*(p) enthalten ist. [



5 Fundamentalbereich und Fliisse

Wir wollen nun zeigen, dass das A-Lemma auch auf Fliisse angewendet werden kann, d.h.
wir wollen das A-Lemma fiir Vektorfelder beweisen und zwar mit Hilfe des A\-Lemmas
fiir Diffeomorphismen.

Lemma. Sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M hyperbolische Singularitit fir X € X" (M)

und ¢ der Fluss des Vektorfeldes. Sei B C W (p) und B* C W} (p) und V = B® x B*

eine Umgebung um p. Sei g € W (p)\ {p} und D" eine Scheibe mit

dimD" = dimW} (p) und D* h W§ .(p) in q. Sei D} := o' (D*)NV so, dass ¢'(q) € D}
Fiir ein gegebenes € > 0 gibt es dann ein to > 0 so, dass fir t > to gilt: D} ist

Cl-e-nahe B*.

Beweis. Wir haben das A-Lemma fiir Diffeomorphismen, d.h. fiir diskrete Zeit schon
bewiesen. Es bleibt also jetzt noch zu zeigen, dass es auch fiir stetigen Zeitfluss gilt.

Sei also p € M eine hyperbolische Singularitét, seien W} (p) und W} (p) die unsta-
bile, resp. stabile, lokale Mannigfaltigkeit von p. Sei D* eine Scheibe welche zu W} .(p)
transversal ist, mit dimD" = dimW}} (p) und ¢ € W} _(p) und ¢ € D", q beliebig.

Sei K = {¢'(¢q) : 0 <t < 1,q € dB5(p) C Wi .(p) mit OB*(p) M X in W;,.(p)}, K kom-
pakt (cf. Fundamentalbereich fiir Diffeomorphismen). Weil ¢ C" ist und weil W} (p)
invariant ist unter ¢, sind die Scheiben D“(¢!(q)) = ¢'(D“) welche ¢!(q) enthalten,
transversal zu W} _(p).

Setze also f := ¢!, d.h fist der induzierte Diffeomorphismus an t = 1.
= p ist hyperbolischer Fixpunkt fiir f und W} (p), W (p) fiir f sind die gleichen wie
fiir das Vektorfeld.

Sei x € K beliebig, sei D¥(z) die Komponente von f"(D%(z)) NV welche f"(x)
enthéilt. Nach dem A-Lemma fiir Diffeomorphismen gilt nun, dass fiir ein gegebenes
€ >0, ein ng € N existiert so, dass fiir n > ng gilt, dass D%(x) e-C'-nahe B ist. O

Bevor wir uns Anwendungen des A-Lemmas ansehen, wollen wir noch den Begriff des
Fundamentalbereiches fiir Fliisse definieren.

Definition. Sei X € X" (M) ein Vektorfeld, p hyperbolische Singularitit, Wi (p) die
lokale stabile Mannigfaltigkeit um p. Sei B*(p) C W} .(p) ein Ball so, dass die Sphire
G*(p) = 0B*(p) transversal zum Vektorfeld in W} (p) ist.

Dann heifst G°(p) Fundamentalbereich fir W} (p).

Bemerkung. Zuerst noch zwei Bemerkungen:
® Analoges gilt fiir die lokale unstabile Mannigfaltigkeit.

@ Wegen limy—o (') = 0 und lim;—_ o (||¢*|]) = oo gilt, dass jede Bahn den Funda-
mentalbereich schneidet und wegen Transversalitiat gilt dann, dass es genau einen
Schnittpunkt gibt.



6 Grobman-Hartman, Faserung und strukturelle Stabilitét

In der Vorlesung haben wir das A-Lemma gebraucht, um zu zeigen, dass homokline
transversale Schnittpunkte Chaos erzeugen. Wir wollen hier nun mit Hilfe des \-Lemmas
das lokale Verhalten von dynamischen Systemen untersuchen. Nach der Vorlesung wissen
wir, dass wir, weg von Singularititen, das Vektorfeld gerade ziehen kénnen, d.h. wir
konnen eine Koordinatentransformation durchfiihren so, dass das transformierte System
in einer Umgebung um q, mit f(gq) # 0, konstant ist (Flow-Box Theorem). Die einzig
interessante Frage ist also die, nach dem Verhalten von dynamischen Systemen in der
Né&he einer Singularitéit. Eine solche Untersuchung des lokalen Verhaltens in der Nahe
einer Singularitit lieferte der Satz von Grobman-Hartman.

Der Satz von Grobman-Hartman sagte uns, dass ein Diffeomorphismus in der Nédhe
eines hyperbolischen Fixpunktes homéomorph zu seiner Linearisierung ist, d.h. fiir Vek-
torfelder, dass, lokal um eine Singularitéit, ein Vektorfeld homdomorph zu seiner Linea-
risierung ist. Das Problem aber ist, dass wir das wirklich nur homéomorph hinkriegen,
also nur stetig, nicht aber stetig-differenzierbar, d.h. es bleiben, bei Koordinatentrans-
formation, nicht alle Informationen iiber das System erhalten. So ist zum Beispiel die
Transversalitit unter stetigen Abbildungen nicht stabil und auch die Eigenwerte miissen
nicht erhalten bleiben (beide stellen Bedingungen an die Ableitung und diese miissen un-
ter Stetigkeit nicht erhalten bleiben). Dies wollen wir ,,verbessern® und wollen versuchen,
wenigstens ein paar Informationen zu retten.

Die Idee ist jetzt, nicht zu versuchen, alles zu linearisieren, sondern uns z.B. auf
die Losungen zu beschrinken, die wirklich in die Singularitéit ,reinlaufen®. Im linearen
Fall sind dies natiirlich diejenigen Losungen die in E° liegen. Eine Untersuchung dieser
Losungen im nicht linearen Fall lieferte dann der Satz iiber die lokale stabile Mannigfal-
tigkeit, dessen Beweis vom Satz von Grobman-Hartman unabhéngig ist(!), und welcher
besagt, dass wir zwar keinen Unterraum haben in dem diese Losungen liegen, dass die-
ser aber auch nur ,verbogen* wird, d.h. wir haben eine Mannigfaltigkeit, welche alle
Losungen enthilt die gegen die Singularitédt laufen.

Und eben diese Idee wollen wir nun aufgreifen und versuchen, den Satz von Grobman-
Hartman dahingehend zu verindern, dass wir wenigstens z.B. die Losungen die wirk-
lich in die Singularitéit reinlaufen lokal C" zur Linearisierung konjugieren kénnen. Diese
Uberlegungen fithren dann zu folgendem Satz:
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Satz 1 (Grobman-Hartman). Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei p € M eine hyperbolische
Singularitit eines Vektorfeldes X € X" (M).

Dann gibt es eine Umgebung U um p und eine stetige Abbildung ws : U — B®, wobei
B* =UNW{_.(p) eine Scheibe ist welche p enthilt, mit folgenden Figenschaften:

@ w1 (p) = B*=UNW.(p) ist eine Scheibe, welche p enthiilt.

@ Vx € B® : w; Y(x) ist eine CT-Untermannigfaltigkeit von M, welche transversal zu
Wg.(p) am Punkt x ist.

® s ist eine C"-Abbildung bis auf Punkte in B".

@ 7, definiert eine Faserung, welche invariant unter dem Fluss von X ist, d.h. fir
t — 0 gilt: 771 (¢ (2)) C ¢! (r (2)).

Beweis. Wir kénnen wieder annehmen, dass X ein Vektorfeld iiber einer Umgebung V
um 0 in R™ = E*® E" ist, mit 0 als hyperbolische Singularitét. (mit Hilfe einer lokalen
Karte). Ausserdem ist dann W] (0) C E® offen und W} (0) C E" auch, mit 0 € W} (0)
und 0 € W _(0).

Sei B* C E" ein Ball welcher 0 enthéilt. Fiir B klein genug ist der Zylinder G*(0) x B*
transversal zum Vektorfeld.

In diesem Zylinder gibt es eine C"-Abbildung 7, : G*(0) x B* — W} (0) und zwar
die Projektion auf E* und Va € G*(0) gilt, dass die Fasern 7, !(x) transversale Scheiben
zu W (0) sind. Wir haben den Satz also schon fast bewiesen, wir miissen es noch auf
Punkte auf B® erweitern. Nach Korollar 2 des A-Lemma gilt aber:

U\E" C ;> ¢ (G*(0) x B*) fiir eine Umgebung U um 0.

Sei z € UN E% ms(x) =0 = (1).

Sei x € U\EY“: 3t > 0: p~!(x) € G*(0) x BY. Definiere nun ms(x) = (¢' oms o t)(x)
= (2).

Nach dem A-Lemma ist 75 stetig fiir Punkte aus E". In U\E" ist 75 eine C"-
Abbildung = (3). Punkte aus E* fliessen ,nur auf der unstabilen Mannigfaltigkeit®,
d.h. die kriegen wir nicht in G*(0) x B". O

Bemerkung. Fin dhnlicher Beweis gilt auch fiir Diffeomorphismen.

Mit Hilfe der eben definierten Faserung wollen wir uns nun ansehen, was passiert,
wenn wir ein bisschen am Vektorfeld ,,wackeln®“. Dazu brauchen wir zuerst noch eine
neue Definition.
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Definition. Ein System @ = f(x, u) heifft strukturell stabil in u, falls es ein € > 0 gibt
so, dass © = f(x,p) und & = f(x, i) topologisch dquivalent sind fiir alle i € B().
M.a.W. es existiert ein Homdoomorphismus, welcher die Fliisse der beiden Systeme
konjugiert.
Ist ein System fiir ein i1 nicht strukturell stabil, so bezeichnet man dies als Bifurkation
des Systems in [i.

Satz ohne Beweis (Theorem von Andronov!’-Pontryagin!! (1937)). Ein ebenes dynami-
sches System ist strukturell stabil <

® Alle Singularititen des Systems sind hyperbolisch.

@ Alle periodischen Bahnen sind hyperbolisch (Poincaré-Abbildung hat keinen Ei-
genwert 1).

® Es gibt keine Losung, die zum selben Sattel zuriickgeht oder zwei verschiedene
Sattel verbindet, d.h. stabile und unstabile Separatrizen sind zusammenhéngend.

Beweis. Der Beweis benutzt die Klassifizierung aller Trajektorien eines ebenen dynami-
schen Systems mit Hilfe des Satzes von Poincaré-Bendixson. Die Hinrichtung ist ,ein-
leuchtend® und einige dieser Ideen wurden auch schon in der Vorlesung aufgegriffen (cf.
Floquet2-Multiplikatoren). Das Interessante an diesem Satz ist, dass diese Bedingungen
auch hinreichend sind (und dies ist auch der weitaus schwierigere Teil des Beweises). [

Bemerkung. Die letzte Bedingung kann man auch anders formulieren: Es gibt weder
homokline noch heterokline Bahnen.

Jetzt wollen wir aber auch noch etwas beweisen. Wir wollen all das, was wir jetzt ge-
lernt haben benutzen, um zu zeigen, dass eine hyperbolische Singularitit lokal strukturell
stabil ist.

Erinnerung. Index: n(vy,a) = %m y Zd_za,a ¢ |y n(y,a) € Z,n(—v,a) = —n(v,a),

n(v,a) = 0 im AuBengebiet).

Satz 2. Fine hyperbolische Singularitit ist lokal strukturell stabil.

Beweis. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei p € M eine hyperbolische Singularitét fiir
X € X"(M). Sei N eine Umgebung um X so, dass VY € N gilt, dass p, € B¢(p) eine
hyperbolische Singularitit, vom gleichen Index wie p, fiir Y ist. Sei ¢ der Fluss von X
und ¢ der Fluss von Y.

Seien h® : W7 (p) — W .(py) und h* : W .(p) — W .(py) Homéomorphismen,
welche die Fliisse von X und Y konjugieren.

Dafiir wollen wir A® und A" zuerst auf einem Fundamentalbereich definieren und
dann mit Hilfe der Fliisse auf W} _(p) bzw. W} _(p) erweitern.

10 Alexandr Aleksandrovich Andronov, Russischer Physiker, 1901-1952
"1ev Pontryagin, Russischer Mathematiker, 1908-1988
12 Achille Marie Gaston Floquet, 1847-1920, franzosischer Mathematiker

12



Sei also G*(p) ein Fundamentalbereich fiir W;? _(p) und G*(p), G*(py), G*(py) analog,
diese sind transversal zu X bzw. Y.

Sei x € W} _.(p), wie bereits bemerkt trifft die Bahn von x G*(p) genau einmal. Sei
h® : G*(p) — G*(py) ein Homéomorphismus, z.B. h¥(z) = m

Wir wollen h* auf W2 (p) erweitern. Setze h*(p) = p. Fir x € W (p)\ {p} It € R
mit ¢! (z) € G¥(p). Setze also h®(x) = (@' o h® o o~ 1)(x).

Ist dies h® der von uns gesuchte Homomorphismus? Es gilt: ¢—th® = h%p~t, d.h.
unser h® konjugiert die Fliisse schonmal.

Dass h® invertierbar ist, folgt daraus, dass ¢ und ¢ Fliisse, also C” sind, und, dass
h* auf G*(p) ein Homéomorphismus war.

Bleibt noch zu zeigen, dass sowohl h* als auch (h*)~! stetig sind.

Sei daftir x € W _.(p)\ {p} beliebig. Sei {x,} eine Folge welche gegen x konvergiert.
Wiéhle nun t,,,to € R so, dass ¢~ '"(x,) € G*(p) und ¢~ (z) € G*(p).

Da 0,8 stetig = tn — fo und o~ (z,) — ¢~ (2)
S 1) = (8 0 b 0 ™) (an) = (50 0 b 0 9)(2) = h*(x)
= h* stetig.

Das gleiche Argument zeigt auch die Stetigkeit von (h*)~!, da ¢ =1, &~ ! stetig sind.

Bleibt noch zu zeigen, dass h* und (h*)~! auch in p stetig sind.

Wegen limy_. ¢'(y) = py fiir y € G*(p,) und wegen Kompaktheit von G*(p,) folgt,
dass es fiir ein gegebenes € > 0 ein t. gibt so, dass ¢'(y) € Be(py) Vt > t..

Da aber !(p) = p Vt 35 > 0 so, dass fiir x € Bs(p) und ¢! € G¥(p) gilt, dass t > t.
= ||h*()]| = (¢ o h* 0 p™%)(x) € Be(py) fiir @ € Bs(p)
= h® stetig in p.

Das gleiche Argument gilt auch fiir (h*)~!.

Ueber Umkehrung des Zeitflusses gelten die Argumente auch fiir % und (h*)~1.
= h® und h" sind Homdomorphismen, welche die Fliisse von X und Y konjugieren.

Betrachten wir nun die Faserung welche durch 72X : U, — W} (p) ,
m Up = Wiae(p) s 7l = Up, = Wik (py) , 2 Up, — Wie.(py), gegeben ist.

Fiir ¢ € U, setze h(q) = ¢ mit G so, dass w) (§) = h*(7X(q)) und 7} (§) = h*(m:X (q)).
=h ist ein Hom6omorphismus welcher die Fliisse von X und Y konjugiert.

Die vorhin definierte Faserung liefert ein stetiges Koordinatensystem in welchem

Fliisse als Produkt dargestellt werden und so ist h = h® & h".
O
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