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ZUSAMMENFASSUNG. Wir beschreiben zuerst zwei, unter dem Gesichtspunkt
der Theorie chaotischer Systeme und der Entropie verschiedene, dynamische
Systeme. Im zweiten Teil erldutern wir den Zusammenhang zwischen Entro-
pie, Gleichverteilung und dem Punkteweise-Ergoden-Theorem von Birkhoff,
indem wir uns unter anderem anschauen, was Schokoladenbrotchen backende
Bécker und ewig segelnde M6wen uns iiber das Langzeitverhalten dynamischer
Systeme verraten.

Wir folgen den Ausfithrungen in [Wit03] Kapitel 2 und 3. Fiir eine Einfiihrung
in die Wahrscheinlichkeitstheorie siche [Fel68] und [Fel71].

1. DYNAMISCHE SYSTEME

Definition 1.1. Sei (X, B, u) ein MafSraum, dann heifit die Abbildung T : X — X
p-mefSbar, falls VA € B : T~1A € B. Ein solches T heifit invertierbar, falls VA €
B:TAe€ B und TX = X. Ein mef$bare Abbildung heiffit mafitreu bzgl. p, wenn

VA € B: Tou(A) := u(T1A) = u(A).
Ist T invertierbar, so ist diese Bedingung dquivalent zu
VA e B: T u(A) := u(TA) = pu(A).

Ist T maftreu, so nennt man (X, B, u, T) ein (diskretes) dynamisches System. Der
Orbit von x € X unter T ist definiert als die Menge Orbr(z) := {T"xz |n € Z}.

Intuitiv beschreibt die Entropieﬂ eines dynamischen Systems den Grad der Un-
vorhersehbarkeit oder der Unberechenbarkeit des Systems. Bevor wir dies formal
genauer definieren, wollen wir uns zunéchst zwei verschiedene dynamische Systeme
anschauen.

1.1. Das Kreisbillard. Wir betrachten die Billardabbildung auf einem Kreis als
dynamisches System auf S := R/27Z. Diese ist durch Rotation um 6 € R eindeutig
definiert: Ty : S — S, Ty(z) :== z + 0, fir 0 € R. Fiir n € N gilt offenbar z,, :=
Ti(x) = zo +nd mod 27, wobei zo der erste Kontaktpunkt der Billardkugel mit
dem Rand ist.
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Satz 1.2. Die eben definierte Billardabbildung Ty ist maftreu bzgl. des Lebesqgue-
Magfes (.

Beweis. Betrachte 0.B.d.A. T'(z) = x + 6 mod 1. Nach dem Fortsetzungssatz von
Kolmogorov (siehe [Fel71] Kapitel IV.6 Theorem 1) reicht es, offene Mengen zu
betrachten, da diese unsere o-Algebra B erzeugen. Es gilt T~ !(a,b) = {x € R/Z |
T(z) € (a,b)} = (a — 0,b—6), also erhalten wir

Top(a,b) = pT~*(a,b)

=pla—6,b—0)
=b-0)—(a—10)
=b—a

= p(a,b), wie gewiinscht.

O

Ist 6 27-rational, so ist die Billardbahn offensichtlich periodisch, genauer sogar:
gilt 0 = 27r§ mit p,q € N, so ist die Bahn g— periodisch (mit Windungszahl) p, d.
h. T)(z) =2+ 2%7@ =or ¢+ 2pm =2 , fiir alle x € S, also zp4q =27 Tp-

Theorem 1.3 (Jacobi). Ist 0 irrational, dann liegt der Orbit eines jeden Start-
punktes dicht in S, d. h. jedes Intervall beinhaltet Punkte aus dem Orbit.

Beweis. Sei x unser Startpunkt. Wir laufen also auf dem Kreis entlang und machen
dabei Schritte der Lénge 6. Nach einer gewissen Anzahl von Schritten, sagen wir
n, sind wir wieder beim Startpunkt und gehen iiber x hinweg. Es ist klar, dass
wir nicht wieder genau beim Startpunkt ankommen, sonst wére 6§ = 27“ Seien nun
y = T3 () =2 « + nf der Punkt vor x und z = Ty (z) = Ty(y) =2r y + 0 der
néchste Punkt, dann ist klar, dass eines der Kreisabschnitte yx oder zx eine Lange
kleiner als % hat. Wir definieren 6, als diese Lange (immer noch 2w-irrational) und
bemerken, dass Ty, = Tj', somit haben wir also eine neue Rotation definiert. Diese
Konstruktion fiihren wir induktiv fort und erhalten so eine Folge von Rotationen
um Winkel 6, — 0 und jede dieser Rotationen ist eine Iteration von Tp.

Sei nun I ein beliebiges Intervall auf dem Kreis, dann kénnen wir k£ so wéhlen,
dass 6 < ||I]], also enthélt I einen Punkt aus Orbr, (z), wie gewiinscht. O

Ist 8 = 27r§, so besteht die Folge xz,, =s, x + nf aus ¢ Elementen, welche
sehr reguldr auf dem Kreis verteilt sind. Wir wollen nun zeigen, dass dies auch fir
2m-irrationale Winkel gilt und sprechen von Gleichverteilung. Seien I ein Intervall
und k(n) die Anzahl der Folgenglieder xg,...,2,—1 € I, dann heifft unsere Folge
gleichverteilt auf S, falls

1) tim X _ M
n—oo N 2

Theorem 1.4 (Kronecker-Weyl). Ist 0 irrational, so ist die Folge x,, =2, © + nb
auf dem Kreis gleichverteilt.

Beweiskizze. Kronecker und Weyl haben dies mit klassischen Methoden der Theorie
der diophantischen Approximation gezeigt, wir wollen aber etwas mehr zeigen und
den Ergoden-Satz von Birkhoff schon mit ins Spiel bringen. Sei f eine integrierbare
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Abbildung auf dem Kreis, dann gilt

27
12 1
2) Jn Y ) = 5 [ .
- 0

Wir erhalten also sozusagen eine Gleichheit zwischen dem zeitlichen Mittelwert und

dem Scharmittelwert, siehe T heorem Um aus zu folgern, definiere f als
die charakteristische Funktion von I (siehe auch (Korollar [Z8), also

0, ¢l
=1 z—
XI y L {17 xEI’
dann gilt
lim —k(n) = |1
im —k(n)=—
n—co n 2

wie gewiinscht.

Die Abbildung f kann durch trigonometrische Polynome approximiert werden,
wir werden den Satz fiir harmonische Abbildungen beweisen, oder genauer, fiir
f(x) = €™ also fiir eine komplexe Abbildung deren Real- und Imaginirteile har-
monisch sind (als Real- und Imaginérteil einer holomorphen Abbildung).

Ist £k =0, also f = 1, dann sind beide Seiten von gleich 1. Sei also nun k& > 1,
dann ist die linke Seite der Gleichung eine geometrische Reihe:

1 n—-1 ik 1 6ikn9 -1
- j0 — —
nzoe = ke ] — 0.
=
27
Offensichtlich ist [ e?**dx = 0, wie gewiinscht. O
0

Bemerkung 1.5. Wir werden im zweiten Teil sehen, dass die Kreisrotation um
einen irrationalen Winkel ergodisch (Theorem [29) ist. Der Satz von Birkhoff

(Theorem 2 liefert uns dann das gewiinschte Ergebnis automatisch mit. Genauer
ist die Billardabbildung sogar eindeutig ergodisch (Theorem [214), dies ist aber eine
zu starke und nicht gebrauchte Voraussetzung (vgl. Kapitel V des ersten Vortrags).

1.2. Die Shift-Abbildung. Wir wollen nun ein zweites System betrachten, wel-
ches sich chaotisch verhélt, wir miissen also die Shift-Abbildung ins Spiel bringen.
Betrachte dazu zunéchst was passiert, wenn eine Miinze unendlich oft geworfen
wird. Der nun betrachtete Wahrscheinlichkeitsraum ist also ein unendliches karte-
sisches Produkt

C*:={f:Z — Fa},

mit dem Produktmafs, d. h. fiir beliebige disjunkte endliche Teilmengen K und Z
ist die Wahrscheinlichkeit, dass

o f(n)=0 fir alle n € K, und
e f(ny=1firallenec 2z

. 1, 1IKI+IZ]
genau gleich 5 .

Nun beschreibt f die Geschichte eines Mannes welcher, ohne Miidigkeit, tapfer,
jeden Tag, bis in alle Ewigkeit, seine faire Miinze einmal wirft. Dabei ist f(0) das
Ergebnis seines heutigen Wurfes, f(n) das Ergebnis, welches er in n Tagen erhalten
wird und f(—n) das Ergebnis, welches er vor n Tagen erzielt hat. Morgen wird seine
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Geschichte von g € C* erzéhlt, wobei g(n) = f(n + 1) fiir alle n € Z. Bekannt ist,
dass fast jede Folge von Miinzwiirfen (im Limes) halb aus Oen (Kopf) und halb aus
len (Zahl) besteht.

Wir méchten das System noch etwas genauer betrachten. Dies fiihrt uns zu einem
symbolischen dynamischen System, dem sogenannten Bernoulli-Shift.

Betrachte ¥ := {0, 1}2 die Menge aller 0-1-Folgen, dann heift

c:X =X
(sidiez = (Si+1)iez
shift-Abbildung auf X.

Mit der Bernoulli-Verteilung (und den in der Literatur {iblichen Bezeichnungen)
erhalten wir ein Maf auf {0,1}, also p1,p2 > 0 mit p; + p2 = 1. Betrachte nun
die Zylinder [ay,...,a,), == {z € ¥ | V0 < i < n: 2xpyy = a;} (Zylinder eines
Subshifts), dies ist die Menge aller Folgen (z;);cz € X, die ab der n-ten Koordinate
die vorher gegebene Symbolfolge ag,as,...a, haben. Diese Zylinder sind sowohl
offen als auch abgeschlossen und bilden eine abzéhlbare Basis der Produkttopologie,
jede offene Menge lésst sich als Vereinigung von Zylindermengen darstellen.

Genauer definieren wir nun g auf diesen Zylindermengen wie folgt:

u(la, ..., at]t) = Hpai €[0,1],
i=1
1(0) =0

und erhalten so
Y=[0h Ul = uX)=p+p2 =1

Damit haben wir also ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wie gewiinscht, auf der durch
die Zylinder erzeugten Algebra definiert. Die gleiche Argumentation/Konstruktion
definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf bi-unendlichen Folgen {iber einem beliebi-
gen Alphabet.

Satz 1.6. Die Shift-Abbildung ist p-invariant.

Beweis.

n
J*M([a’lﬂ ag,y ..., an]t) = ,u([ala as, ... 7an]t+1) = Hpai = ,u([a17 ag, ... 7an]t)'
i=1
(Il

Satz 1.7. Durch d(s,t) := max{27I"l | s; # t;} wird eine Metrik auf ¥ definiert.

Beweis. Seien s,t,u € X beliebig, aber fest.

Ist s = t, so gilt s; = t; fiir alle ¢ € Z, also ist dann d(s,t) = 0. Umgekehrt folgt
aus d(s,t) = 0 sofort, dass s; = t; fiir alle ¢, also s = ¢. Da d als Maximum einer
Menge positiver Zahlen definiert ist, gilt d(s,t) > 0. Die Symmetrie ist offensichtlich.

Zeige nun noch d(s,u) < d(s,t) + d(t,u). Ist s = u, so ist nichts zu zeigen. Sei
also 0.B.d.A. s # u und ¢ die erste Stelle mit s, # ug, also d(s,u) = 279. Betrachte
nun folgende Félle:

(1) t; = s; fir alle i = d(s,t) =0 A d(t,u) =274
(2) t; = u; fur alle i = d(t,u) = 0Ad(s,t) =271
(3) tp #spfirp<g=d(s,t) =277 >271
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(4) tp # sp fiir p>q=d(s,t) =277 < 279 aber d(t,u) =271.

Alle weiteren Félle ergeben sich hieraus. O

Satz 1.8. Die Shift-Abbildung o : ¥ — X, o((s;)) = (si+1) ist ein Homdomorphis-
mus auf .

Beweis. Es ist klar, dass o bijektiv ist, die Umkehrabbildung ist der Rechtsshift.
Um zu zeigen, dass o stetig ist, wihle ¢ := 5, dann gilt o(y) € B-(o(x)) fiir alle
y € Bs(z). Fiir den Beweis der Stetigkeit von 0 ~! setze natiirlicherweise § := 2. O

Definition 1.9. Fin diskretes dynamisches System welches durch einen metrischen
Raum (M, d) und einen Homdomorphismus f: M — M gegeben ist, heifit sensitiv
bzgl. Anfangsbedingungen, falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass

Ve >0,z € MIy e M,n €Z:d(z,y) <eANd(f"(z), ["(y)) > c.

Fin solches System heifit chaotisch, falls es (3,0) als Untersystem besitzt, d.h.
falls es einen Homdomorphismus h und eine f-invariante Teilmenge A gibt, mit
h:A—>Yundhof=0c0oh auf A.

Satz 1.10. Fir das diskrete dynamische System (X,0) gilt:

(1) Die periodischen Bahnen liegen dicht in X.
(2) o ist sensitiv bzgl. Anfangsbedingungen
(3) o besitzt eine dichte Bahn, d.h. 3z € ¥ mit {c*(s) | k € Z} = X.

Beweis. Triviale Spielerei mit der obigen Metrik. ([l

Wir wollen den Bernoulli-Shift nun noch einmal etwas konkreter (geometrischer)
darstellen und betrachten dazu die sogenannte Bécker-Abbildung

T:100,1> = [0,1]°
(2,5) > {@x’_g

Wir dehnen das Einheitsquadrat (den Teig) also in horizontaler Richtung zu einem

2 % %—Rechteck, schneiden den Teig vertikal in zwei Hélften (x = %) und platzieren

die rechte Hélfte dann genau iiber der linken. Die Backer-Abbildung ist nicht stetig
inx= %, aber iiberall sonst, d.h. T ist stiickweise stetig, sogar stiickweise glatt und

linear. Die Umkehrabbildung 7! hat die gleichen Eigenschaften (fiir y = ).

N N|=

Satz 1.11. Die Bicker-Abbildung ist ju-maftreu bzgl. dem Lebesque-Maf auf [0,1]2.

Beweis. Nach dem Fortsetzungssatz von Kolmogorov kénnen wir uns auf kleine
Rechtecke, d.h. Rechtecke mit Durchmesser 0 < d < e beschrinken. Betrachten
wir den Limes ¢ — 0, dann reduziert sich die Bedingung T, u(A) = u(A), fiir alle
A € T, wobei T ein Erzeugendensystem von B ist, zu |det Jr| = 1, wobei Jr die
Jakobi-Matrix von T ist. In unserem Fall gilt

Jr = ((2) 1(/)2> ’

also |det Jp| = 1, wie gewiinscht. O
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Um nun zu sehen, was die Bécker-Abbildung mit dem Bernoulli-Shift zu tun
hat, betrachten wir binéire Briiche. Wir kénnen jede Zahl = € [0, 1] als unendlichen
binéren Bruch (ajazas...), mit a; € Fy, darstellen. Es gilt also 2 = >~ a; 27"

Betrachten wir nun zwei Punkte z = (ajagasz...) und y = (b1babs...), so gilt
T(x,y) = (X,Y) mit X = (a2a3...) und Y = (a1b1by...). Codieren wir (z,y) wie
folgt als bi-infinite 0-1-Folge (...bsb;1.a1as...), dann ist T nichts anderes als die
Shift-Abbildung o, d.h. T(z,y) = o(z,y) = (...b2blal.a2a3...).

1.3. Unvorhersehbarkeit. Beide Systeme, die Billardabbildung und die Bécke-
rabbildung, sind deterministische dynamische Systeme, in diesem Sinne gibt es also
keine Unwvorhersehbarkeiten, jedoch gibt es einen fundamentalen Unterschied zwi-
schen den beiden Systemen. Da Ty eine Isometrie des Kreises ist, gilt fiir d(z, zg) <
¢, ¢c € R, auch d(T} (x), Tj (x0)) < ¢, also kénnen wir die Position von x auch dann
noch ziemlich genau bestimmen, wenn wir ein wenig am Anfangspunkt wackeln.
Die Kreisrotation ist nicht chaotisch.

Die Bécker-Abbildung ist chaotisch in dem Sinne, dass es unmoglich ist, das
Verhalten des dynamischen Systems bei unvollkommenem Wissen vorherzusagen.
Hier herrscht das pure Chaos - die Schmetterlinge lassen Griiften. Angenommen wir
mochten Schokoladenbrotchen backen und verteilen deswegen kleine Schokoladen-
stiickchen im Teig und angenommen die beiden Stiickchen hatten einen Abstand
von etwa 2733 = 1071%m (Atomdurchmesser). Offensichtlich verdoppelt sich deren
Abstand in z-Richtung mit jeder Iteration, d.h. ist g = = + €,(0), dann ist der
Abstand nach n Tterationen e, (n) = 2", (0) = £,(0)e”™?) (Liapunuv-Exponent).
Unsere Schokoladenstiickchen sind also nach nur 33 Iterationen 1m voneinander
entfernt. Damit ist klar, dass selbst die einfache Aussage, in welcher der beiden
Halften des Teiges ein bestimmtes Schokoladenstiickchen nach 33 Iterationen liegen
wird, unmoglich ist. In welcher Hélfte das Stiickchen = nach n Iterationen liegen
wird, héngt von der n-ten Bin&rstelle des Anfangswertes ab, d.h. wir miissen die
erste Koordinate von x mit einer Prézision von zn% kennen. Kleine Stérungen
bei den Anfgangswerten, fithren also zu unberechenbaren, oder unvorhersehbaren,
Folgen.

Um nun zu verstehen was die Entropie eines diskreten dynamischen Systems ist,
miissen wir dieses Chaos aus einem anderen Blickwinkel betrachten.

Angenommen wir haben nun eine faire Miinze 1000 Tage lang je einmal pro Tag
geworfen und die Ergebnisse notiert. Wir betrachten die Abbildung x : C* —
Fa, x(f) = f(0) und obwohl wir also x(T~1%)()),\(T~9%(f)), ..., x\(T~}(f))
kennen, haben wir keine Ahnung, was x(f) sein wird. Die Vergangenheit liefert uns
keine Informationen {iber das Jetzt oder iiber die Zukunft des Systems. Intuitiv
bedeutet das, dass die Entropie der Shift-Abbildung nicht Null ist.

Anders verhélt sich wieder die Billardabbildung. Setzen wir § = % =~ 0.01732...
und betrachten wir die charakteristische Funktion x : [0,1) — [0,1) von [3,1), so
kénnen wir, wenn wir x(7, '(z)) = 0 und x(z) = 1 kennen, voraussagen, dass
x(TF(x)) =1 fiir 1 < k < 25. Es ist offensichtlich, dass je mehr Informationen wir
iiber die Vergangenheit haben, desto weiter konnen wir in die Zukunft des Systems
sehen, d.h. im Limes geht die Unvorhersehbarkeit des Systems gegen Null, also ist
die Entropie von Ty gleich Null. Diese Ideen fiihren uns zu folgender

Definition 1.12. Die Entropie eines dynamischen Systems ist genau dann Null,
wenn die Vergangenheit fast immer die Zukunft entscheidet. Genauer gesagt ist die
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Entropie eines Systems genau dann Null, wenn fir jede Partition A von X (in
endlich viele mefibare Teilmengen) eine conull Teilmenge X' existert, so dass fir
alle z,y € X' gilt

Vk < 0:TF(x) ~Vk: TF(y) = TF(z) ~ T*(y),
mit x ~ vy, falls es ein A € A gibt mit {z,y} € A.

Die Entropie eines dynamischen Systems sagt uns also, wie viele neue Informa-
tionen wir erhalten, wenn wir wissen, in welchem Teil der Partition z € X nun
liegt.

Zuriick zu unseren Beispielen. Es ist nun noch klarer, dass die Entropie der Shift-
Abbildung ungleich Null ist. Die Vergangenheit zu kennen, bringt uns keine weiteren
Informationen fiir die Zukunft des Systems. Das gleiche gilt dann natiirlich auch
fiir die Béicker-Abbildung. Betrachte dazu die Partition A = {[0, 1) x [0,1], [3,1] x
[0,1]}. Das Urbild eines horizontalen Streifens liegt immer komplett in einer dieser
beiden Hailften, d.h. gilt  ~ y, so ist T*(x) ~ T*(y) fiir alle k < 0. Aber obwohl
wir diese Informationen haben, kénnen wir nichts iiber die néchsten Iterationen
voraussagen, es ist sogar x « y, z. B. fiir x = (%, %) und y = (%, %) Also ist die
Entropie der Bécker-Abbildung nicht Null.

Sei nun A = {I, 5\ I'} fiir einen beliebigen Kreisbogen I. Wir betrachten wieder
Ty, mit @ irrational, dann wissen wir, dass {T¥(z) | k < 0} dicht in S liegt, d.h.
wenn Ty (z) ~ Ty (y) fiir alle k < 0, so ist z = y. Die Vergangenheit definiert also
die Zukunft und die Entropie des Kreisbilliard ist Null.

2. ERGODIZITAT

Die Ergodentheorieﬂ studiert das Langzeitverhalten von dynamischen Systemen
mit Maf bzw. Wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden. Die Urspriinge der Er-
godentheorie liegen in der Himmelsmechanik in den Arbeiten von Ludwig Boltz-
mann und Henri Poincaré. Ziel dieses Kapitels ist es, den Punkteweise-Ergoden-Satz
von Birkhoff einzufiihren und an Beispielen zu erldutern. Intuitiv sagt der Satz, dass
wenn T ergodisch ist, das Mittel iiber die Zeit eines festen Punktes z € X, d.h. die
Héufigkeit wie oft x in einem bestimmten Intervall landet, gleich dem Mittel des
Raumes, d.h. dem Mafs des Raumes ist. So gilt fiir das Lebesgue-Maf zum Beispiel

n—1

Jim_ ;OX[‘% bj(T*(x)) = b —a,

flir fast alle x € X.

Wenn wir uns eine Méwe vorstellen, welche fiir alle Zeiten ergodisch iiber die
Erdoberflache segelt, dann wissen wir also, dass nach einer Fwigkeit die Zeit die
die M6we iiber einem Gewésser segelt gleich dem Anteil der Wasserﬂéichﬂ auf der
Erdoberflache ist.

Im ersten Vortrag haben wir folgende Definition gesehen.

Definition 2.1. Sei X eine Mannigfaltigkeit und ¢; ein Fluss auf X. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl p auf X heif$t ergodisch, genau dann wenn jede meflbare Abbil-
dung f : X — R mit fop, =t, fir allet fast tiberall konstant ist. In der Sprache

2Griech. ergon = Arbeit und odon = Weg
3ca. 361,2 Millionen km? - etwa 71%
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unserer dynamischen Systeme bedeutet das, dass T ergodisch ist, falls fiir alle mej3-
baren (oder L', L?, ...) Abbildungen f mit f o T = f u-fast tiberall gilt, dass f
p-fast tdberall konstant ist.

Theorem 2.2. Sei T eine maftreu Abbildung auf (X, B, ), dann sind folgende
zwei Aussagen dquivalent:

o T ist ergodisch
o FPir AcB: T 'A=A= pu(A) =0V pu(A) =1.

Ist ein System ergodisch, bedeutet das also, dass jede meftbare T-invariante Men-
ge entweder eine Nullmenge ist oder volles Mak hat. Ergodizitét ist also eine Be-
dingung an die Unzerlegbarkeit von T, ist ndmlich das System nicht ergodisch und
gilt T7'A = Amit 0 < p(a) <1l,sokannman T : X — X inT: A — A und
T:X\A— X\ A aufspalten.

Beweis. Die Riickrichtung geht schnell. Sei A € B mit T-'A = A, dann ist x4 €
LY(X,B,p) und x4 0 T(xz) = xa(x) fiir alle z € X, also ist y, p-fast {iberall
konstant. Da aber y 4 nur die Werte 0 oder 1 annimmt, ist x4 = 0 u-fast iiberall
oder x4 = 1 p-fast iiberall. Insgesamt gilt

n(A) = /XXAdM =0Vvpu(4)=1

und 7 ist also ergodisch.
Fiir die Hinrichtung siehe [Einll] Proposition 2.14. O

Wir wollen nun den Satz von Birkhoff formulieren und uns dann einige Beispiele
anschauen. Fiir einen Beweis des Satzes und weitere Details, siche [Einll] Kapitel
2.6.4.

Theorem 2.3. Seien p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem lokal-kompakten,
separablen metrischen Raum X, @ ein ergodischer, maftreuer Fluss auf X und
f e LYX,u), dann gilt

T
3) 7 [ fedonde > [ s,

0 X
fir p-fast alle z € X.

Definition 2.4. Ein Punkt x € X heifit generisch fir p, wenn (3) fir jede gleich-
mafig stetige, beschrankte Abbildung auf X gilt, d. h. x € X ist generisch, wenn
sein Orbit gleichverteilt in X liegt.

Beispiel 2.5. 07 ist kein generischer Punkt fiir o. Jeder Punkt x € S ist ein
generischer Punkt fir Ty, fur irrationale 6.

Das folgende Korollar zeigt wieder die Verbindung zwischen ergodisch und gleich-
verteilt.

Korollar 2.6. Ist ¢; ein ergodischer Fluss auf (X, ), so ist fast jeder Punkt x € X
generisch fir p. Ist py nicht ergodisch, dann ist fast kein Punkt x € X generisch

fir p.

In der Sprache unserer diskreten dynamischen Systeme liest sich Theorem [2.3|
wie folgt
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Theorem 2.7. Seien (X,B,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T : X — X eine
ergodische maptreu Abbildung und f € L'(X, A, 1), dann gilt

n—1
o1 b
Jim = > f(TF) —>/fdu,
k=0 ke

fiir p-fast alle x € X.

Den Zusammenhang mit der bereits in Theorem [I.4] bewiesenen Gleichverteilung
liefert folgendes

Korollar 2.8. Seien A € B und T ergodisch, dann gilt fir p-fast alle x € X, dass
die Haufigkeit wie oft der Orbit von x in A liegt durch u(A) gebeben wird, d.h.

i 5 = )

Insbesondere sind also p-fast alle x € X generische Punkte.

Betrachten wir wieder unsere beiden Beispiele. Betrachte zunéchst die Kreisro-
tation, 0.B.d.A. Ty : R/Z — R/Z, Tp(z) = = + f mod 1.
Satz 2.9. Die Kreisrotation Ty ist genau dann ergodisch, wenn 0 irrational ist.

Beweis. Sei zuerst 0 € Q, also 6 = %, mit p € Z, q € N. Definiere nun

flz) =¥ € L3(S, A, ),
dann ist f nicht konstant, aber es gilt
f(Te(x)) _ 62i7rq(:t+%) _ eQiﬂ'(qw-HD) — e?iﬂ'qz _ f(x)

Also ist T nicht ergodisch.

Seien nun ¢ irrational und f € L2?(S,B,u) mit f o T = f p-fast iiberall und
Fourier-Reihe Y ¢,e?™*. Dann hat f o T die Fourier-Reihe Y ¢,e?™?e2im™ne ynd
Koeffizientenvergleich liefert c, = c,e? ™ fiir alle n € Z. Da aber 0 ¢ Q, ist
e?™8 £ 1 ausser fiir n = 0. Also ist ¢, = 0 fiir n # 0 und somit hat f die
Fourier-Reihe ¢y, ist also p-fast {iberall konstant.

Siehe auch [Einll] Proposition 2.16 fiir einen anderen Beweis. (]
Satz 2.10. Die Shift-Abbildung ist ergodisch.
Beweis. Siehe [Einll] Proposition 2.15. O

Beide dynamischen Systeme sind also ergodisch, aber wir wissen bereits, dass
die Systeme fundamental verschieden sind. Wir wollen uns noch kurz anschauen,
wie wir diesen Unterschied in der Sprache der Ergodentheorie erkldren kdnnen.
Wir betrachten dazu zu einem Mafiraum (X, B) und einer mefbaren Abbildung
T : X — X den Banachraum der zugehorigen Borelmafe M (X).

Definition 2.11. Seien (X, B) ein Mafraum und T : X — X mefbar. Gibt es
ein eindeutiges T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf X, so heifit T' eindeutig
ergodisch.

Die eindeutige Ergodizéat impliziert eine strenge Konvergenz Aussage flir stetige
Abbildungen:

Theorem 2.12. Sei X ein kompakter metrischer Raum und T : X — X stetig,
dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:
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(i) T ist eindeutig ergodisch, d. h. M(X,T) = {u}.
(i) Vf € C(X) Jey € X:
n—1

— k —
(4) Jim Z f(TFe) = ey,

gleichmdfig fir x € X.

Beweis. (i) = (i1): Sei also M(X,T) = {u}. Ist (i) erfiillt, so gilt nach dem Satz
von der majorisierten Konvergenz notwendigerweise ¢y = [ fdu. Angenommen (i)
sei falsch, dann gibt es ein f € C(x) und Folgen (xk)ken, (nk)ken S0, dass

ng—1

fim 3 i@ # [ g
Definiere nun fiir jedes k > 1 ein Maf v, € M(X,T) durch

nkl
=Y T,
kzO

so, dass

neg—1

[ pan= - > ')

Nach dem Satz von Krylov-Bogoloubov (s1ehe [KB]), gibt es eine Teilfolge von
v, welche schwach-* gegen ein Mafl v € M (X, T) konvergiert. Genauer gilt

[ v =t [ gan 2 [ san

Also ist v # p, im Widerspruch zur eindeutigen Ergodizitét.
(i1) = (4): Seien u, v zwei T-invariante Wahrscheinlichkeitsmafe. Wir wollen
zeigen, dass dann p = v gilt. Integrieren wir (i7), so erhalten wir

fdu*nlirlgOEZ/fonu
n—1

o1 i
:/nlgrgonzofonu
1=

= /cfd,u =cy
/fdl/ =cy.

/fdu:/fdnyEC(x)

und mit dem Darstellungssatz von Riesz folgt dann die Behauptung p = v. O

und analog gilt

Insgesamt gilt also

Den Zusammenhang von eindeutiger Ergodizitdt und generischen Punkten, also
der Gleichverteilung, liefert folgender
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Satz 2.13. T : X — X ist genau dann eindeutig ergodisch, wenn es ein p €
M(X,T) gibt, so dass jeder Punkt x € X p-generisch ist, d. h. wenn der Orbit
jedes Punktes gleichverteilt in X liegt.

Beweis. Die Riickrichtung folgt wieder sofort aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz, denn seien v € M(X,T) und f € C(X) beliebig, dann ist die linke
Seite von durch || f]|, gleichméfig beschrénkt und konvergiert fiir jedes z € X
gegen f fdu. Da v T-invariant ist erhalten wir also wie im Beweis oben

/fdu:/iki:of(Tkx)%//fduduz/fdu,
wie gewiinscht.

Fiir die Hinrichtung benutzen wir, dass die linke Seite von gegen eine Kon-
stante ¢, konvergiert, denn dann gilt fiir ein beliebiges v € M (X, T)

/fduz/i:z:éf(Tkx)dz/—)/cfdych.

Dies bedeutet aber, dass M (X,T) = {p} und ¢y = [ fdpu. O

Bewaffnet mit diesem Satz, konnen wir die beiden Systeme wieder unterscheiden.
Schon nach Konstruktion ist klar, dass die Shift-Abbildung nicht eindeutig ergodisch
sein kann.

Theorem 2.14. Die Kreisrotation Ty ist fir irrationale 0 eindeutig ergodisch und
das Lebesgue-Maj 1 ist das eindeutige T-invariante Wahrscheinlichkeitsmayfs.

Beweis. Sei v ein weiteres, beliebiges T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl, dann

gilt
/eQiﬂ'kde — /eQiﬂ'kT(w)dV
— /e2i7rk(z+0)dy
_ 22iﬂk9/€2iﬁ$dy.
Da 6 irrational ist, ist €% =£ 1 fiir k # 0, also gilt
(5) e2mhdy = 0.

Sei nun f € C(X) beliebig, mit Fourier-Reihe Y axe™ so, dass ag = [ fdv, dann
konvergiert die Folge der Mittel der Partialsummen (linke Seite von ) gleichmés-
sig gegen f und wir erhalten

n—1
. 1 k
nh—{r;o/nkzof(T x)dy—/fdl/.
Aus folgt damit aber
n—1
1 k
/EZf(T x)dv = ag :/fdy,
k=0

also [ fdv = [ fdp, fiir alle f € C(X). Ingesamt gilt also v = p wie gewiinscht. O
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